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分 数 跳 -扩散 过 程 下 亚 式 期 权 定 价 模型 ， 


8E £D, WER? 
(1- 西安 工程 大 学 理学 院 ， 西 安 710048; 2- 西北 工业 大 学 应 用 数学 系 ， 西 安 710129) 
摘 要 : 本 文 考虑 分 数 跳 -扩散 过 程 下 几何 平均 亚 式 期 权 定价 问题 。 首 先 ， 将 分 数 型 te 公式 推广 到 分 数 


跳 -扩散 情形 。 其 次 ， 利 用 分 数 跳 -扩散 It6 公式 ， 给 出 了 分 数 跳 -扩散 环境 下 Black-Scholes 偏 微 
分 方程 。 最 后 ， 通 过 求解 偏 微分 方程 ， 获 得 了 分 数 跳 -扩散 环境 下 几何 平均 亚 式 看 涨 、 看 跌 期 权 


定价 公式 。 
关键 词 : 分 数 跳 -扩散 过 程 ， 几 何平 均 亚 式 期 权 ; Black-Scholes 偏 微分 方程 
分 类 号 : AMS(2000) 60H10; 90A06 中 图 分 类 号 : O211.6; F830.9 文献 标识 码 : A 
1 引言 


在 到 期 日 的 收益 依赖 于 期 权 整 个 有 效 期 内 标的 资产 的 平均 价格 。 文 献 [L3 讨论 了 Brown 运动 
环境 下 几何 平均 亚 式 期 权 定价 模型 ， 主 要 采用 了 偏 微分 方程 的 方法 ， 得 到 了 无 风险 收益 率 、 
红利 率 、 波 动 率 都 为 常数 时 几何 平均 亚 式 期 权 定价 公式 ; 文献 3, 外 在 风险 中 性 测度 下 采用 保 
险 精 算 方 法 ， 讨 论 了 布朗 运动 环境 下 亚 式 期 权 定 价 问题 。 近 年 来 ， 在 金融 市 场 中 股票 价格 可 
能 会 出 现 “跳跃 ”， 不 少 学 者 考虑 用 Poisson 过 程 和 布朗 运动 驱动 的 随机 微分 方程 来 描述 股 
票 价格 变化 并 且 给 出 了 一 些 期 权 价格 的 解析 解 辐 。 由 于 股票 价格 对 过 去 价格 具有 依赖 性 ， 一 
些 学 者 用 分 数 布 归 运动 刻画 股票 价格 的 变化 外 。 本 文 假定 股票 价格 遵循 分 数 跳 -扩散 过 程 ， 利 
用 分 数 跳 -扩散 过 程 随机 分 析 理 论 ， 得 到 了 分 数 - 跳 扩散 环境 下 几何 平均 亚 式 期 权 价格 所 满足 
的 Black-Scholes 偏 微 分 方程 ， 并 通过 求解 该 偏 微分 方程 ， 给 出 了 几何 平均 亚 式 看 涨 、 看 跌 期 权 
的 定价 公式 。 
假定 在 金融 市 场 中 有 一 种 债券 和 一 种 股票 ， 债 券 和 股票 价格 分 别 满足 微分 方程 


dB, 一 r, B,dt, 
dS, = Si(( — qi)dt + o(dAWË + dN:)), 
其 中 无 风险 收益 率 r:、 股 票 期 望 收 益 率 jy、 股票 红利 率 gi 都 是 时 间 函 数 ， 波 动 率 o 是 常 
数 ，@Q 是 与 WA 相互 独立 且 强 度 为 和 的 泊 松 过 程 ，N; 是 相对 应 的 泊 松 补偿 过 程 。 对 自 融 资 投 
资 策略 0 = (00,01), IW Ete V. = 0? B, 十 外 Si 满足 
dV, = 6145, + 00dB; + 61q.S,dt. 
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2 ”分数 跳 -扩散 过 程 It6 公式 


定理 1 BEY, = WP + N, f(t23) € CI?(R, x Ro R). 并 且 


t t t 
ð 9? 9? 
J so voa. J sie vous J FEY) as 
0 0 0 
均 属 于 L2(P)， 则 
f(t, Y:) 


i [^ 
= 5.0 f [2l Of y) e H7 Tisya- f(s,Y,)]ds + + [Hisy 
0 0 
证 明 由 于 六 = WE N.-—WP--Q —M. 假定 了 在 (0, 思 时 刻 内 只 发 生 了 一 次 跳 ， 且 跳 
时 刻 为 tt， 则 在 (0, t4) 和 全 , 轨 内 没有 发 生 跳 ， 由 分 数 型 tô ARN 可 得 


f(t1, Ye,-) 


ti ii 


- 10,9.» f [2I vo - ME sy») e n2 L (s Y,)s?8- Jast f LG yaw”, 
0 0 


f(t, Y) 


i 


加 fex f [2 (s,Y;) 一 Asi Y) - a2 s ys as+ f Hi voawe. 


ii ii 


因 f (t, Ys) dE ti AIRA fti, Yu) ^ fti Y)». WE 


f 2 
f(t.YXi) = 50,04 f [2 5.) - Ad (s) + no Ys? ds 


t 
+ [aL e vow? + fts Yu) - fis) 
0 


从 而 ， 当 (0,t) 内 发 生 跳 次 数 服从 泊 松 过 程 时 ， 有 


t 
2 
f(t, 1) = /oo+ f [SL s.v) - ABE Ya) + 25, vor ]as 


0 


t 
f 
[zcv )aW? V (f(s.Y.) - f(s.Y.-)]. 
0 


s<t 


H g(x) € CR —^ R), XAA (dQ,dQ1) = 和 dt， 对 g(Q@t) 应 用 广义 I1t6 公式 有 


t 


Y. [s(99 - 9.) = f QAR /wood 
0 0 


s<t 
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注意 到 Y= WP +N = WP +Q- At, MA 


t i 
Affe 
》 [f(s, Y) — f(s, Ys—)] = [ a1. voao. + 3 | saevae 
0 0 


s«t 


从 而 可 得 结果 。 


3 “分 数 跳 -扩散 环境 下 Black-Scholes 偏 微分 方程 
定理 2 随机 微分 方程 dS, = Siu -— q«)dt c c(aWB * dNi)) 的 解 为 


t 
Mg? o? 
S, = So exp f J (ur 一 gr)dqr 一 ot 一 215 -Ho(WP + N)). 
0 


WES] dd 


c? c? 2H 
E c) = soo [os ein? 全 zt +oz}, 


Jil dS, = df(t, WF -- 和 Nt)， 由 定理 1 可 证 结果 。 

定理 3 假定 无 风险 收益 率 7:， 红 利率 q 是 时 间 t 的 函数 ， 波 动 率 o 是 常数 ，f(zx,y) 是 损益 
RAG FC) € CHR} x Rx R 9 民 ) 是 与 损益 函数 相对 应 未 定 权 益 价值 过 程 ， 则 分 数 
跳 -扩散 环境 下 几何 平均 亚 式 期 权 Black-Scholes 偏 微分 方程 为 
OF (mee a raa QUE uR 


E « 
Dp OVEM SITE t Oy 2 /” Ər 


F(T,z,9) = f(z,y), (tz,y) € [0, T] x R4 x R4. 


证 明 几何 平均 亚 式 期 权 是 一 个 路 径 依赖 期 权 ， 除 了 与 时 间 t 以 及 当时 标的 资产 S 有 关 以 
外 ， 还 依赖 路 径 变量 


t 


J -ep 全 /ms dr), 


0 


即 未 定 权益 的 价格 过 程 可 表示 为 羽 = F(t, St, J)o HF 





dJ; u In S; — ln Ji 
uc ree 
以 及 定理 1 和 定理 2 有 
In S, —1nJ, , OF 
dF(t,S,,J4) = (S (t, Sos Je) + (pe ~ a) i, St, Je) + s " > E (t, Si 4) dt 
A ^F OF 
e (no? gH M) SU (6 Se dt 08 27- (6 Se J) (AW! + AN), 


根据 自 融资 交易 策略 


dV, = 0?dB, + 0:48, + q,6] Sidt = (69r, B, + 0l p51)dt + 010 S, (AWF + aN,), 
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URV, = F(t, S, I) 可 得 偏 微分 方程 








Inzx—! oF 入 
uas "Yy + (gehen + (s. PF LRQ 


um ULM 
gt vC Tg , By E 


由 F(T, ST, Jr) = f(ST, Jr) 知 ， F(T, T, y) = Fir, y) 从 而 定理 得 证 。 


4 ”模型 求解 
定理 4 假定 无 风险 收益 率 r:， 红 利率 qi 是 时 间 t 的 函数 ， 波 动 率 o 是 常数 ， 到 期 日 为 了 ， 
执行 价格 为 ， 则 几何 平均 亚 式 看 涨 期 权 在 时 刻 价格 


T 
F(t, S,,J,) — (JIST-*) : )* exp {r *"(T-0- f 


其 中 


L In A557 + r*(T — t) (3) (T — t) + (o5) (TH — 8) 


d NEL b 
: VO t (eg) - em, 











t 
1 
-4 - Ver -D+ (pT), p= epf} [msar), 
0 


T 
J: — gr) dr Ac?(T - t) g?(T2H m gH) Ho? (T?2H31 — HH) 





r* = 








T -t AT 2(T — t) (2H --1)T(T —1) ' 
4H(T?# +1 = pur Hire a ¢?H+2) i n (T — t) X 
o= [i GH-ITQ9 85 (ra ymo - gm MASS a aom 


证 明 Hüf(r,y)—(y— K)*, WUE) = F(ta, y), Kb 


tiny + (T - t)inx 
T 》 


则 分 数 跳 -扩散 环境 下 Black-Scholes 偏 微分 方程 化 为 


ee 


E= 








«(na c rien N (THE -w =o, 


U(T,£) = (e$ — K)*. 
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T 
p 2 2 
i-e f ca) Tar- ÒL (T Lei - £ (gn eh, 
t 


Ho? 
TH+1 _ £2H+1) 
t TGHi) ) 


Ag? 3 o? 2Ho? 
三 一 (人 = —LO(q?H gE T2H+1 _ 12H+1 
| *tTGH«1) ) 


EX Ho? (28-42 — HS 
2(H 4- 1)7? : 
T 


C(s, z) = U(t, €) exp { | redr}, 


t 
则 分 数 跳 -扩散 环境 下 Black-Scholes 偏 微分 方程 可 化 为 
ac wc 
Qs 8z’ 
根据 热传导 方程 经 典 解 理论 可 得 


Ce, 了 -eng (Ht) pam. 


C(0,2) — (e* — K)*. 





对 上 面 的 变换 进行 逆 变换 可 得 定理 结果 。 

注 1 H = 去 时 ， 可 得 跳 -扩散 过 程 下 几何 平均 亚 式 看 涨 期 权 定价 公式 。 特 别 地 ， 
Xq, 7 为 常数 ， 入 = 0 时 ， 可 得 文献 2] 中 结果 。 

定理 5 ”假定 无 风险 收益 率 m， 红 利率 4% 是 时 间 t 的 函数 ， 波 动 率 o 是 常数 ， 到 期 日 为 了 ， 
执行 价格 为 及 ， 则 几何 平均 亚 式 看 跌 期 权 定 价 公 式 为 


d. 
C(t, St, J) = -(Jtsr-5)* exp Ira - t) — no 





CR, (T?H ~ Hy 十 SE (T 日 NG di) + KN(—d3), 


其 中 di, d2, Jt; P CH, OX 见 定理 4。 

证 明 取 f(z,y) = (K 一 让 +， 按 照 定理 4 思路 可 证 。 

注 2 AH = 才 时 ， 可 得 跳 -扩散 过 程 下 几何 平均 亚 式 看 跌 期 权 定价 公式 。 特 别 地 ， 
当 g, 7 为 常数 ， 和 = 0 时 ， 可 得 文献 [2] 中 结果 。 
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Asian Option Pricing Model in Fractional 
Jump-diffusion Environment 
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Abstract: This paper considers the pricing problem of the geometric average Asian option. First, the 
fractional Itó formula is generalized to the fractional jump-diffusion processes case. Then, the Black- 
Scholes partial differential equation in the fractional jump-diffusion environment is obtained by Itó 
formula for fractional jump-diffusion processes. Finally, the pricing formulae of the geometric average 
Asian call and put options are obtained by the partial differential equation theory. 

Keywords: fractional jump-diffusion process; geometric average Asian option; Black-Scholes partial 


differential equation 
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